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Изучаются свойства решетки R T(S)  всех разрешимых регулярных транзитивных подгрупповых функторов. Вводится 
понятие θ -субнормального подгруппового функтора. Доказывается, что множество SUB(S)  всех θ -субнормальных 
подгрупповых функторов образует подрешетку и идеал решетки R T(S).  Исследуется связь решеток R T(S)  и 
SUB(S).  В частности, доказывается существование такой конгруэнции ,Ψ  определенной на решетке R T ,(S)  что ре-
шетки R T Ψ(S) /  и SUB(S)  изоморфны. 
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The properties of the lattice R T(S)  of all regular transitive subgroup functors are investigated. The notion of θ -subnormal 
subgroup functor is introduced. It is proved that the set SUB(S)  of all θ -subnormal subgroup functors is a sublattice and ideal 
of the lattice R T(S).  The connection of lattices R T(S)  and SUB(S)  is investigated. The existence of a congruence Ψ  de-
fined on R T(S)  such that the lattices R T Ψ(S) /  and SUB(S)  are isomorphic, in particular, is proved. 
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Введение  
 Отображение ,θ  сопоставляющее каждой 
группе G  некоторую непустую систему ( )Gθ  ее 
подгрупп, называется подгрупповым функтором, 
если для любого изоморфизма ϕ  группы G  вы-
полняется равенство ( )( ) ( ).G Gϕ ϕθ θ=  
 Подгрупповой функтор θ  называется регу-
лярным, если для любого эпиморфизма 
: A Bϕ →  имеют место включения 
( )( ) ( ) ,A Bϕθ θ⊆  ( )( ) ( )-1B Aϕθ θ⊆  
и, кроме того, ( )G Gθ∈  для любой группы .G  
Регулярность подгруппового функтора θ  означа-
ет, что для любой нормальной подгруппы N груп-
пы G всегда выполняются следующие условия: 
1) из ( )H Gθ∈  следует ( )/ / ;HN N G Nθ∈  
 2) из ( )/ /H N G Nθ∈  следует ( ).H Gθ∈  
 Если же из ( )K Hθ∈  и ( )H Gθ∈  всегда 
следует ( ) ,K Gθ∈  то подгрупповой функтор θ  
называется транзитивным.  
 Понятие подгруппового функтора введено 
А.Н. Скибой в монографии [1]. Здесь же под но-
мером 1.2.12 сформулирован следующий вопрос: 
 Можно ли классифицировать все регуляр-
ные транзитивные подгрупповые функторы? 
 Практика показывает, что данный вопрос 
является достаточно сложным. Эта сложность, 
прежде всего, обусловлена отсутствием четкого 
понимания того, что значит классифицировать 
подгрупповые функторы. Вряд ли здесь речь 
может идти о некотором «перечислении» под-
групповых функторов или формулировке общего 
алгоритма их конструирования: известные при-
меры регулярных транзитивных подгрупповых 
функторов весьма разнородны и поэтому трудно 
надеяться, что их можно уложить в некоторую 
единую схему. 
 Другой подход, согласующийся с теорией 
формальной логики, заключается в разбиении 
объема понятия «подгрупповой функтор» на не-
которые классы с их последующим описанием. 
Некоторая модифицированная версия такого 
подхода, апеллирующая к теории решеток, в 
случае разрешимых подгрупповых функторов 
рассматривается в данной работе. Здесь исследу-
ется строение решетки R T(S)  всех разрешимых 
регулярных подгрупповых функторов. В частно-
сти, изучаются классы специальной конгруэнции 
,Ψ  определенной на решетке R T ,(S)  и устанав-
ливается связь этих классов с обобщенно суб-
нормальными функторами. 
МАТЕМАТИКА
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 Отметим, что регулярные транзитивные 
подгрупповые функторы интересны не только 
как самостоятельные объекты исследования. За-
служивают внимания и широкие прикладные 
возможности отдельных серий таких функторов 
для изучения подгруппового строения групп и их 
канонических подгрупп. Прежде всего, речь идет 
о функторах, выделяющих F -субнормальные 
(Картер, Хоукс [2]) и F -достижимые (Кегель [3]) 
подгруппы, а также об F -субабнормальных 
функторах и функторах, которые выделяют в 
группах  подгруппы, содержащие F -проекторы 
(см., книги [4]–[5]). При этом названные под-
групповые функторы в теории классов опреде-
лили и стимулировали развитие многих интерес-
ных объектов (гиперрадикальных и сверхради-
кальных формаций, F -проекторов, F -нормали-
заторов, решеточных формаций и др.), которые 
активно исследуются в настоящее время (см., 
[6]–[7], а также обзор [8]).  
 
 1 Решетка R T(S)   
 В работе рассматриваются только конечные 
разрешимые группы и разрешимые подгруппо-
вые функторы, т. е. функторы, определенные на 
классе S  всех разрешимых конечных групп. 
Используемые определения и обозначения тео-
рии конечных групп и подгрупповых функторов 
стандартны, их можно найти в [4] и [9]. Что ка-
сается терминологии теории решеток, то мы от-
сылаем читателей к книге [10].  
 Обозначим через R T(S)  множество всех 
разрешимых регулярных транзитивных подгруп-
повых функторов и введем на этом множестве 
частичный порядок ,≤  полагая, что отношение 
1 2θ θ≤  имеет место тогда и только тогда, когда 
для любой группы G справедливо включение 
1 2( ) ( ).G Gθ θ⊆  
 Для совокупности { | }i i Iθ ∈  из R T(S)  оп-
ределим пересечение i I iθ θ∈= ∩  следующим об-
разом: 
 
( ) ( )i
i I
G Gθ θ
∈
= ∩  для любой разрешимой 
группы .G  Простая проверка показывает, что θ  
– регулярный транзитивный  подгрупповой 
функтор. Этот функтор является точной нижней 
гранью множества { | }i i Iθ ∈  в R T .(S)  Таким 
образом, R T(S)  – полная решетка, единицей 
которой является подгрупповой функтор ,S1  
выделяющий в каждой группе все ее подгруппы, 
а нулем – тривиальный подгрупповой функтор 
0 ,S  выделяющий в каждой группе G  только 
саму группу G. 
 
 2 Идеал SUB(S)   
 Пусть θ  – подгрупповой функтор. Подгруп-
па H группы G называется θ -субнормальной, 
если либо ,H G=  либо существует такая макси-
мальная цепь 0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  что 
-1 ( )i iH Hθ∈  для всех 1,2,..., .i n=  
 Если θ  – подгрупповой функтор, то множе-
ство всех θ -субнормальных подгрупп группы G  
будем обозначать sub ( )Gθ . 
 Доказательство следующих трех лемм осу-
ществляется простой проверкой.  
 Лемма 2.1. Если θ  – подгрупповой функ-
тор, то функция 
sub :   sub ( )G Gθ θ6  
является подгрупповым функтором.  
 Далее для подгруппового функтора θ  функ-
тор sub :   sub ( )G Gθ θ6  будем обозначать sub .θ  
 Лемма 2.2. Пусть θ  – регулярный подгруп-
повой функтор. Тогда θ -субнормальный под-
групповой функтор subθ  является регулярным и 
транзитивным. 
 Напомним, что непустое подмножество I 
решетки L  называется идеалом, если из ,x y I∈  
и z x≤  всегда следует, что sup{ , }x y I∈  и .z I∈  
 Лемма 2.3. Множество 
SUB sub | R T }θ θ ∈(S)={ (S)  
является подрешеткой и идеалом решетки RT .(S)  
 В дальнейшем через P  будем обозначать 
класс всех примитивных групп. Напомним, что 
группа называется примитивной, если она обла-
дает максимальной подгруппой с единичным 
ядром. Эта максимальная подгруппа называется 
примитиватором группы. 
 В [11] показано, что если G – разрешимая 
примитивная группа и M  – ее примитиватор, то 
G  обладает единственной минимальной нор-
мальной подгруппой ,N  которая дополняется 
подгруппой .M  Кроме того, любой примитива-
тор группы G  сопряжен с подгруппой .M  
 Пусть X  – некоторый (в том числе и пус-
той) подкласс класса .P  Следуя [12], такой под-
класс будем называть примитивным классом. 
 Обозначим через ( )Cl P  множество всех 
подклассов класса .P  На этом множестве естест-
венным образом введем отношение частичного 
порядка: 1 2≤X X  тогда и только тогда, когда 
1 2 .⊆X X  Тогда ( )Cl P  является полной решет-
кой, в которой 
1 2 1 2sup{ , } ,= ∪X X X X  1 2 1 2inf{ , } .= ∩X X X X  
 Минимальным элементом (нулем) этой ре-
шетки является пустой класс .∅  В качестве ее 
максимального элемента (единицы) выступает 
класс .P  Понятно, что решетка ( )Cl P  является 
бесконечно дистрибутивной. Кроме того, любой 
элемент ( )Cl∈X P  обладает дополнением .P \ X  
Поэтому решетка ( )Cl P  является булевой. 
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 Если θ  – ненулевой разрешимый регуляр-
ный транзитивный подгрупповой функтор, то 
через ( )θP  обозначим класс всех тех примитив-
ных групп ,A  у которых примитиваторы при-
надлежат ( ).Aθ  Если θ  – нулевой функтор, то 
полагаем ( ) .θ = ∅P  
 Лемма 2.4. Пусть SUBθ ∈ (S)  и H – подгруп-
па группы G. Тогда и только тогда ( ) ,H Gθ∈  
когда существует такая максимальная цепь  
0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  
что 1/ Core ( ) ( )ii H iH H θ− ∈P  для всех 1, 2,..., .i n=  
 Доказательство. Пусть ( ).H Gθ∈  Тогда 
ввиду определения θ -субнормального подгруп-
пового функтора существует такая максимальная 
цепь 0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  что ( )-1i iH Hθ∈  
для всех 1,2,..., .i n=  Так как подгрупповой 
функтор θ является регулярным, то примитива-
тор 1 1/ Core ( )ii H iH H− −  примитивной группы 
1/ Core ( )ii H iH H −  принадлежит 1( / Core ( )).ii H iH Hθ −  
Это означает, что 1/ Core ( ) ( ).ii H iH H θ− ∈P  
 Пусть теперь существует такая максималь-
ная цепь 0 1 ... ,nH H H H G= ⊂ ⊂ ⊂ =  что 
1/ Core ( ) ( )ii H iH H θ− ∈P  для всех 1,2,..., .i n=  
Тогда из определения множества ( )θP  следует, 
что подгруппа 1 1/ Core ( )ii H iH H− −  принадлежит 
1( / Core ( )).ii H iH Hθ −  Отсюда ввиду регулярности 
функтора θ следует, что ( )-1i iH Hθ∈  для всех 
1, 2,..., .i n=  Так как подгрупповой функтор θ явля-
ется транзитивным, то ( ).H Gθ∈  Лемма доказана. 
 Следующая теорема устанавливает связь 
между решетками SUB(S)  и ( ).Cl P  
 Теорема 2.1. Отображение : ( ),F θ θ→ P  со-
поставляющее каждому функтору SUBθ ∈ (S)  
примитивный класс ( ),θP  является изоморфиз-
мом решеток SUB(S)  и ( ).Cl P  
 Доказательство. Пусть θ  и τ  – произволь-
ные элементы из SUB .(S)  Тогда ввиду леммы 2.3 
inf{ , } SUBθ τ θ τ= ∩ ∈ (S)  и sup{ , } SUB .θ τ ∈ (S)  
Отсюда на основании леммы 2.4 справедливы 
равенства ( ) ( ) ( )θ τ θ τ∩ = ∩P P P  и 
(sup{ , })
{ ( ) | SUB( ), , }
( ) ).
θ τ
α α θ α τ α
θ τ
=
= ∈ ≤ ≤ =
= ∪
∩
P
P S
P P(
 
 Значит, (inf{ , }) ( ) ( )F θ τ θ τ= ∩P P  и 
(sup{ , })F θ τ ( ) ( ).θ τ= ∪P P  Так как отображение 
F  является биекцией, то F  – изоморфизм реше-
ток SUB(S)  и ( ).Cl P  Теорема доказана. 
 Следствие 2.1. Решетка SUB(S)  является 
булевой. 
 Следствие 2.2. Решетка SUB(S)  является 
атомной и коатомной. 
 Следствие 2.3. Подгрупповой функтор θ  
является атомом решетки SUB(S)  тогда и 
только тогда, когда ( ) ( )Sθ =P  для некоторой 
примитивной группы S.  
 Следствие 2.4. Подгрупповой функтор θ  
является коатомом решетки SUB(S)  тогда и 
только тогда, когда ( ) \ ( )Sθ =P P  для некото-
рой примитивной группы S. 
 Теорема 2.1 в совокупности с леммой 2.4, 
по сути, определяют ясный алгоритм построения 
функторов из SUB .(S)  Для того, чтобы задать 
функтор SUBθ ∈ (S)  необходимо:  
 1) выделить класс X  всех примитивных 
групп, примитиваторы которых являются θ -под-
группами; 
 2) выделить в каждой группе G системы 
всех подгрупп H, для каждой из которых суще-
ствует максимальная цепь 0 1 ...H H H= ⊂ ⊂  
nH G⊂ =  такая, что 1/ Core ( )ii H iH H − ∈X  для 
всех 1, 2,...,i n= . 
 
 3 Связь решеток R T(S)  и SUB(S)   
 Очевидно, бинарное отношение 
{( , ) | , RT ,sub sub }θ τθ τ θ τΨ = ∈ =(S) , определен-
ное на решетке R T(S)  рефлексивно, симметрич-
но и транзитивно, а потому является эквивалент-
ностью. Более того, простая проверка показывает, 
что эта эквивалентность является конгруэнцией, 
т. е. из ( , )θ α ∈Ψ  и ( , )τ β ∈Ψ  следует, что 
(inf{ , },inf{ , })θ τ α β ∈Ψ  и (sup{ , },sup{ , }) .θ τ α β ∈Ψ  
Поэтому классы [ ] { | ( , ) }θ α α θ= ∈Ψ  конгруэн-
ции Ψ  образуют (в терминологии книги [13]) 
допустимое разбиение решетки R T(S)  и форми-
руют ее факторрешетку R T .Ψ(S) /  
 Отметим, что каждый класс [ ]θ  конгруэн-
ции Ψ  является выпуклой подрешеткой решетки 
R T(S)  [10] (подрешетка I  решетки L  называ-
ется выпуклой, если для любых элементов 
, ,a b I∈  c L∈  отношение a c b≤ ≤  всегда вле-
чет за собой c I∈ ). Минимальным элементом 
(нулем) класса [ ]θ  является элемент sub .θ  Таким 
образом, множество SUB(S)  выступает в каче-
стве своеобразной «платформы» решетки 
R T ,(S)  на которой расположены классы конгру-
энции Ψ  (рисунок 3.1). Все эти классы соприка-
саются с SUB(S)  своими нулевыми элементами, 
т. е. для любого функтора θ  из R T(S)  имеет 
место равенство [ ] SUB sub }.θθ ∩ (S)={  
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Рисунок 3.1 – Схема строения решетки R T(S)  
 
 Следующая теорема устанавливает связь 
между решетками R T(S)  и SUB .(S)  
 Теорема 3.1. Отображение, ставящее в 
соответствие каждому разрешимому регулярно-
му транзитивному подгрупповому функтору θ  
индуцированный им θ -субнормальный подгруппо-
вой функтор sub ,θ  является эндоморфизмом 
решетки R T(S)  на подрешетку SUB .(S)  Ядром 
этого эндоморфизма является конгруэнция 
{( , ) | , RT , sub sub }.θ τθ τ θ τΨ = ∈ =(S)  
 Доказательство. Пусть : [ ]ψ θ θ→  – есте-
ственный гомоморфизм решетки R T(S)  на фак-
торрешетку R T .Ψ(S) /  Рассмотрим отображе-
ние : [ ] sub ,θω θ →  ставящее в соответствие каж-
дому классу [ ]θ  факторрешетки R T Ψ(S) /  его 
минимальный элемент sub .θ  Простая проверка 
показывает, что ω  – изоморфизм решеток 
R T Ψ(S) /  и SUB .(S)  Тогда композиция 
: [ ] subθω ψ θ θ→ →D  отображений ω  и ψ  яв-
ляется искомым эндоморфизмом решетки 
R T(S)  на подрешетку SUB(S)  (см., например, 
[10, с. 198]). Остается лишь заметить, что 
{( , ) | , RT ,sub sub }θ τθ τ θ τΨ = ∈ =(S)  – ядро это-
го эндоморфизма. Теорема доказана. 
 Следствие 3.1. Факторрешетка решетки 
R T(S)  по конгруэнции Ψ  изоморфна подре-
шетке SUB .(S)  
 Следствие 3.2. Факторрешетка решетки 
R T(S)  по конгруэнции Ψ  является булевой. 
 Следуя Манну [14], подгруппу H группы G 
будем называть X-нормальной, если либо ,H G=  
либо для любого эпиморфизма ϕ  группы G  та-
кого, что ,H Gϕ ϕ≠  в Gϕ  найдется собственная 
нормальная подгруппа, содержащая .H ϕ  Пусть 
θ  – отображение, которое ставит в соответствие 
каждой группе G множество всех ее X-нор-
мальных подгрупп. Как отмечено в [14], θ  явля-
ется регулярным транзитивным подгрупповым 
функтором. Этот функтор будем называть X-нор-
мальным и обозначать через Mann.  
 Отметим, что максимальная подгруппа раз-
решимой группы G является X-нормальной в G 
тогда и только тогда, когда она нормальна в G. 
Это означает, что Mannsub sn,=  т. е. функторы sn  
и Mann  попадают в один класс [sn] [Mann]=  по 
конгруэнции .Ψ  При этом простые примеры 
показывают, что Mann sn.≠  Отметим еще, что 
[sn] { RT | sn Mann},θ θ= ∈ ≤ ≤(S)  т. е. нулем 
класса [sn]  является субнормальный подгруппо-
вой функтор sn,  а его единицей – функтор Mann,  
выделяющий в каждой группе все ее X-нор-
мальные подгруппы. 
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